Soluciones alos gercicios de clase

1. Estudiese la continuidad de la funcibnR — R, definida porf (x) = xE(1/x) six# 0, f(0) =
1.
Los ejercicios de este tipo siempre pueden hacerse de f@miaas. Una de ellas consiste en usar
los resultados que conocemos sobre la continuidad de la, guothucto, cociente y composicion
de funciones continuas. De esta manera podemos reduciuédicede la continuidad de la funcion
dada al de otras funciones mas sencillas.
En nuestro caso, la funcién que nos dan es producto de dasffiescf (x) = I (x)$(x), dondel
es la funcién identidad ¢ = E ocU dondeE es la funcion parte enteraly(x) = 1/x, U(0) =0
(nétese que com®(0) = 0 hay quedefinir U(0) dandole algun valor, no importa cual). &j 0
es un namero real tal que/d noes un nimero entero, entonces la fundibres continua em,
y comoE es continua et (a) (porque la funcion parte entera es continudReyiZ), concluimos
gue la funcion compuesta= E oU es continua ea 'y, como la funcién identidad es continua en
todo punto, deducimos guetambién es continua em
Notese que no podemos afirnagpriori que f sea discontinua en los puntos de la fornia donde
n= 0 es un entero. Ello se debe a quadda puede decirse en general de la composicién de una
funcién continua y otra discontinua: unas veces es continaas no
Estudiemos qué ocurre en un punto de la forrhiadondep > 2 es un entero (fijo en lo que sigue).
Tenemos qud (1/p) = 1. Para todxe|1/(p—1),1/p| se tiene quep—1 < 1/x < p, por lo que
E(1/xX) =p—1y f(x) = (p—1)x, y por tanto

f(1/p)—f(x) =1—(p—1x>1—-(p—1)/p=1/p.
En consecuencia, dadg = 1/2p, cualquiera sea > 0 hay puntoxe|1/(p—1),1/p| cuya dis-
tancia al punto 1p es menor que, para los cualesio se verificague |f(1/p) — f(X)| < &o.
Concluimos qu¢ es discontinua en/p. De forma parecida se prueba gues discontinua en los
puntos de la forma /iy dondeq < —2 es un entero. Igualmente se prueba §es discontinua en
los puntos 1 y-1.
Queda por ver qué pasa en 0. Si dibujamos con paciencia (oiaryléegla) la grafica dé obte-
nemos esto:
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Pareceque f es continua en 0. Papmobarlo hay que probar que (x) — f(0)| = |f(x) — 1| es tan
pequefio como queramos €) siempre qudx — 0] = |x| sea suficientemente pequefio §). Lo
usual en estos casostesbajar para atrds Empezamoscotando fx) — 1. Recordemos que

E(1/x) <1/x<E(1/x)+1 (1)

Six > 0 podemos multiplicar pax dicha desigualdad para obtener que
XE(1/x) < 1 < XE(1/X)+ X
Resulta asi que pare> 0 es:

0<1-xE(1/x) = f(0)— f(x) <X (2)

Six < 0 podemos multiplicar pax la desigualdad (1) para obtener que
XE(1/x) > 1 > XE(1/X) + X.
Resulta asi que pare< 0 es:

0>1-xE(1/x)=f(0)— f(x) >x esdecir 0L f(x)— f(0) < —x (3)

De (2) y (3) deducimos qud (x) — f(0)| < |x|. En consecuencia, dada> 0, tomamos = € con

lo que, evidentemente, 5§ < d entoncesgf(x) — f(0)| < €. Luegof es continua en 0.

Nétese que ni la funcion parte entera ni la fundibrantes definida son continuas en cero y ello
no impide quef silo sea.

El teorema de localizacion también puede usarse en estédigjercicios. En nuestro caso, es
evidente que para> 1 esf(x) =0y parax < —1 esf(x) = —x. Por tanto larestricciébnde f a

los intervalos|1,+[ y | — 0, —1[ es continua y, como estos intervalos sdnertos deducimos

por el teorema de localizacion gdiees continua en dichos intervalos. De forma parecida podemos
razonar con un intervalo del tipd/(n+1),1/n[ dondene N pues, parx<]l/(n+1),1/n[ se
tiene quef(x) = nx, luego la restriccion dé a dicho intervalo es continua y, por tratarse de un
intervaloabierto, deducimos qué es continua efil/(n+ 1),1/n[. Andlogamente se razona con
un intervalo del tipd — 1/n,—1/(n+1)[. El teorema de localizacion no nos dice qué pasa en los
puntos extremos de los intervalos considerados, es decigsepuntos de la forma/h donde
neZ*,ytampoco en 0. Esos puntos requieren, al igual que hicimies aun estudio particular.

2. SeaA un conjunto no vacio de numeros reales. Para ga@® definamos la “distancia de a
A’ por: dist(x,A) =inf{|x—a| : a€ A}. Pruébese que para todeg < R se verifica que:

|dist(x, A) — dist(y, A)] < [x—y

Deduzcase que la aplicaci@n— dist(x,A) es continua.
Teniendo en cuenta qu& < bequivale aqua < by —a < b, la desigualdad que nos piden probar
equivale a estas dos desigualdades:

dist(x, A) — dist(y,A) < [x—y| y dist(y.A) — distix,A) < x—y )

Pero es claro que basta con probar una sola de ellas puesent@ambianda por y obtenemos
la otra (porquex—y| = |y — x|). Probaremos la primera de las dos desigualdades (4) bBsuws
la desigualdad en la forma:

dist(x,A) < [x—y| +dist(y, A)
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En todo lo que sigug ey estan fijos. Tenemos que para tGioA :
dist(x,A) < [x—a < [x—y|+]y—a

es decir,
dist(x,A) — |[x—y| < |y—a| paratodo acA

Deducimos que el numero distA) — [x—Yy| es un minorante del conjuntdy —a| : a€ A}, y
por tanto sera menor o igual que el maximo minorante de diohfuoto, que es por definicion
dist(y,A). Hemos probado asi que

dist(x, A) — |x—y| < dist(y,A)

Que es la desigualdad que queriamos probar.

Es evidente, teniendo en cuenta la desigualdad que acalsmmsebar, que la funcidéf(x) =
dist(x,A) es continua, pues dado> 0, tomamos = € con lo que, evidentemente, |gi—y| < 0
entoncesd (x) — d(y)| < [x—y| < €. Notese que, aqui un mismé™vale para todo puntg.

3. Seaf: R — R continua, mayorada y tal que para toda® € R cona < b, se verifica que
supf(]a,b]) = supf(R). Pruébese qué es constante.

Llamemosp = supf(R). Es claro quef(x) < B para todoxeR. Y, si f es constante debera
darse la igualdad (x) = B en todo puntax de R. Luego tenemos que probar que, dadoR,
es imposible que ocurré(a) < . Pero eso es claro, pues si fudt@) < 3, entonces tomando
A €]f(a),B[, por el teorema de conservacion del signo aplicado a ladorgiix) = A — f(x) en
el puntoa, deducimos que existe un intervalo abiddov] que contiene al puntay tal que para
todox€]u, V[ esg(x) > 0, es decir,f(x) < A. Pero entonces sufju,v]) < A < B en contradiccion
con la hipotesis hecha.

4. Seaf: [a,b] — R una funcién continua verificando quéa) < 0, f(b) <0y f(c) > 0 para
algun ce€la,b|. Pruébese que hay dos nimewmy tales quea<u<v<b, f(uy=f(v)=0y
f(x) > 0 para todox€|u, Vv[.

Hay varias formas de hacer este ejercicio. Por ejemplo,modelefinir

u=sup{xela,cf: f(x) =0}, v=inf{xec,b[: f(x) =0}

Con ello es facil probar que<u<c<v<by f(u) = f(v) =0 perof no puede anularse entre
uy v, por lo que, al sef(c) > 0, concluimos qué (x) > 0 para todoxx€]u, v[.



